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اجمِوريؑ الجصا؂سيؑ الديملساطيؑ امؼع،يؑ 
وزارة امتر؉يؑ اموطييؑ  

 /:                                                                امع؆م الدراسي أمودثاهويؑ امؼ يج – مريسيؑ امتر؉يؑ ؉ولايؑ تمنراظؒ 
     أر؉ع ظ؆ع؆ت: المــــــــــــــرة       ام؝؆م؝ؑ رياضي؆ت                                                                                   :  المع ؖوى

  في م؆دة امسياضي؆تام؝؆نيلاحؘ،؆ر 
 

  : ( هل؆ط 04)اهتمسين ألأول 
   nu  مؘؖ؆ميؑ عرديؑ  معسفؑ على1   و

0
u  من أآل  كل  عرد ط،يعي  وn :
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u
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4

4
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ن أهَ -أ .1  n   :  2nuمن أآل  كل  عرد ط،يعي  ؋سُ

أدرس اتج؆ٍ  ؓغير المؖؖ؆ميؑ -ب nu ؑ؉ثم اظ ًؘؖؠ أنه؆  مؘل؆ر  

lunإذا كان -ج
n




lim ف؎ين أن l يحلق   02
2 l َؖثم عين كيم  

مؖكن  المؖؖ؆ميؑ  .2 nv المعسفؑ على  يــ 
2

1




n

n
u
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؉ين أن   -أ  nv ؆ِمؘؖ؆ميؑ بع؆؉يؑ أظ؆ظ
2

1
 يطو؈ ؓعيين  ةرُ؆ الأول  

 n ؉رلالة nu ثم اظ ًؘؖؠ n ؉رلالة nvأكؖ؈ ع،؆رة  الحر  امع؆م  -ب 

هضع   .3
nvvvn

eee
S

222

1
...
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  أوآر ام٬موع       nS رلالة؉ n  

 
 :  ( هل؆ط 04 ) ثانياهتمسين ال

 nميكن امعرد امط،يعي  
n  ؉واقي كعمؑ  امعرد nادرس بع؈ كيم امعرد امط،يعي  .1

 11  على 5

22عين باقي كعمؑ امعرد  .2
 11 على  2007

n :52هضع من أآل  كل  عرد ط،يعي  .3  na  3 و nb 

ab كل  ك؆سم  مؼترك  نوعردين  ؉ين أن -أ   11  ُو ك؆سم نوعرد ;

 امعرد nعين بع؈ كيم امعرد امط،يعي -ب  abPGCD ; 

أظ ًؘؖؠ  -ج  520072;32007
2222 PGCD 

و  مؖكن المع؆دلة   : 4nهضع  .4 Ex
n
..........29

2  هفسض أنه؆ ؓل؎ل  ةل  ىسمص له بامسمص   

؉ين أن   -أ  21 

أظ ًؘؖؠ أن   -ب  429
2  

؉ين أن المع؆دلة   -ج  Eلا ؓل؎ل  ةوول  في    .
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  :( هل؆ط 05 )اهتمسين ام؝؆مؙ 

I-  nu   مؘؖ؆ميؑ عرديؑ  معسفؑ على* ــ؉ dx
ex

u

xn

n 
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
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 0nu ف۾ن n؉ين أهَ من أآل  كل عرد ط،يعي غير معروم   .1

dx ف۾ن n؉ين أهَ من أآل كل عرد ط،يعي  .2
ex
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n  

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



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  ف۾نn أهَ من أآل كل عرد ط،يعي غير معروم   أؚ؍ؒ  .3   
dxeeuu

xnx

nn  
 
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122

1
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nnأظ ًؘؖؠ إػ؆رة  .4 uu 1
  ثم أظ ًؘؖؠ أن المؖؖ؆ميؑ مؘل؆ر؉ؑ 

 ثم أبع؈ نه؆يؑ المؖؖ؆ميؑ n ؉رلالة nuأكؖ؈ ع،؆رة الحر امع؆م  .5 nu 

II-  المؖؖ؆ميؑ هعؖبر nv المعسفؑ على *   من أآل كل عرد ط،يعي غير معرومnف۾ن  nn unv .2  

و المؖؖ؆ميؑ  nw المعسفؑ على *   من أآل كل عرد ط،يعي غير معرومnف۾ن  
3

2

3

4


n
vw nn 

  n؉رلالة  nw  و nuأكؖ؈  كل من   .1

؉ين أن  المؖؖ؆ميؑ  .2 nw لاى.  ُيرظ يؑ  يطو؈ ؓعيين أظ؆ظِ؆ و ةرُ؆ الأول 

nnهضع  .3 wwww  ...S
321

nn  و   vvvv  ...'S
321

 n و أبع؈ ام٬موعين كل من  ؉رلالة 

 
  : ( هل؆ط 07 )اهتمسين  امسا؉ع 

I- g دالة عرديؑ معسفؑ  على  ;0  ؉ــ     xxxg ln1  

أبع؈   .1 xg
x

lim و   xg
0x

lim


 . و ػكل آرول ؓغيراته؆ g ثم ادرس اتج؆ٍ ؓغيرات الدالة 

اظ ًؘؖؠ إػ؆رة  .2 xg على ام٬؆ل  ;0 

 :xأظ ًؘؖؠ أهَ من أآل كل عرد بليلي موء؈ تم؆م؆  .3
 

1
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ln 

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

 xx

 

II- f دالة عرديؑ معسفؑ  على  ;0  ؉ــ     
 







20

0:ln22
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f

xxxxxf  

و   
fC تم؝يوِ؆ ؉ي؆ني في معلم مؘع؆مر و مؘإ؆وط JIO ,; 

أبع؈  - أ .1 xf
0x

lim


   م؆ذا ؔع ًؘؖؠ  ؟

؉ين أن  -        ب 



 x

xf 2
lim

0x

 .فسر اميؗيإؑ  ؉ي؆هي؆َ  م؆ذا ؔع ًؘؖؠ ؟ 

أبع؈  -       ج xf
x

lim 

 :xمن أآل كل عرد بليلي موء؈ ؉ين اهَ  -أ .2
 

   xgxf 2'  

أدرس إػ؆رة  -          ب xf  على  ' ;0 ثم أظ ًؘؖؠ اتج؆ٍ ؓغيرات الدالة f مع ًؘؖإ؆َ أن  
fC يليل  هلطؑ اهعط؆ف  1;1A . 

أكؖ؈ مع؆دلة المماس -          ج  نوميتنى  
fC  2 عير اميلطؑ ذات امف؆ؾلة  
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x:   من أآل كل عرد بليلي موء؈ تم؆م؆َ تحلق أهَ -           د    















2
ln1

2
22ln2-12

xx
xxxf          ؑثم أظ ًؘؖؠ وضعي  

                 الميتنى  
fC   بامًع ،ؑ نومع ؖليم  .  

؉ين أن المع؆دلة   .3  0xf ؓل؎ل ةل وبير  ؙ8,27,2 بي   ثم أوؼۿ    و  
fC 

4. h دالة عرديؑ معسفؑ  على  :      
 
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xxxxxh
 

و   C تم؝يوِ؆ ؉ي؆ني في معلم مؘع؆مر و مؘإ؆وط JIO ,; 
  دالة زوءيؑ h؉ين أن  - أ

أوؼۿ  - ب hC اهطلاك؆ من  
fC. في هفط المعلم امع؆؉ق 

 
  بامؖوفيق و اميإ؆ح في ؋كاموريا –الأظ ؖ؆ذ ءواميل أحمر 
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 امؖؿتيا المفؿل  ملاحؘ،؆ر ام؝؆ني في م؆دة امسياضي؆ت
 

  : ( هل؆ط 04)اهتمسين ألأول 
   nu  مؘؖ؆ميؑ عرديؑ  معسفؑ على1   و

0
u  من أآل  كل  عرد ط،يعي  وn :

n

n
u

u



4

4
1

 

؆ن أهَ -أ .1   : n   :  2nuمن أآل  كل  عرد ط،يعي  امبُر

2
0
u ؑمحلل   

ن أن  2nuهفسض أن  2 و ميبُر
1
nu 

2nu 1 بامضرب في 2 نجر nu  ؑ24 نجر 4؉۾ض؆ف  nu  باملو؈ 
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 n   :  2nu عرد ط،يعي و  مٌَ من أآل كل

دراظؑ  اتج؆ٍ  ؓغير المؖؖ؆ميؑ -ب nu : نحع؈ امفسق 
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 وع ًؘؖؠ أن امفسق عرد موء؈ و  مٌَ  المؖؖ؆ميn   :  2nuؑمن أآل  كل  عرد ط،يعي  بم؆ أهَ   nu  متزايرة  
:  اظ ًؘؖ؆ج أنه؆  مؘل؆ر؉ؑ  nu  ؑ؉مؘؖ؆ميؑ  متزايرة  و محرودة  من الأعلى  فِيي مؘل؆ر . 
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l : ؓعيين  كيمؑ   02
2 l  2 يعني أنl 

مؖكن  المؖؖ؆ميؑ  .2 nv المعسفؑ على  يــ 
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 :  ( هل؆ط 04 ) ثانياهتمسين ال

 nميكن امعرد امط،يعي  
n  ؉واقي كعمؑ  امعرد n بع؈ كيم امعرد امط،يعي ةسارالد .1

  : 11  على 5

Nk 45 k 35 k 25 k 15 k k5 n 
 11 9 4 3 5 1 n

5 
 

22باقي كعمؑ امعرد ؓعيين  .2
 : 11 على  2007 1152007 يكافئ  1152007

2222   25222 و  بع؈ الجرول  
امع؆؉ق وع ًؘؖؠ أن   1132007

22  

n :52هضع من أآل  كل  عرد ط،يعي  .3  na  3 و nb 

ab كل  ك؆سم  مؼترك  نوعردين   أناؚ،؆ت  - أ لديي؆  : 11  ُو ك؆سم نوعرد ;  1132522  nnba 

ab ك؆سم مؼترك نوعردين dأذا كان     .11 فِو ك؆سم نوعرد ;
 امعرد nعين بع؈ كيم امعرد امط،يعيت - ب abPGCD ; : 

لم؆    11; abPGCD  يعني أن  
 







1103

11052

n

n  بامطسح نجر  1108n يكافئ  118n يعني أن  113n ي أ

311  kn  و k عرد ط،يعي . 
لم؆    1; abPGCD  311 يعني أن  kn  و k عرد ط،يعي  . 

 اظ ًؘؖ؆ج - ج 520072;32007
2222 PGCD:  

22  لم؆ هضع 
2007n 520072 نجر

22 a  32007 و
22 b 

بم؆ أن  1132007
22  112007'3 يعني أن

22  k و 'k ٌَعرد ط،يعي  و م   11520072;32007
2222 PGCD 

و  مؖكن المع؆دلة   : 4nهضع  .4 Ex
n
..........29

2  هفسض أنه؆ ؓل؎ل  ةل  ىسمص له بامسمص   

 أن  إؚ،؆ت  -أ  21  :n
29

2  يعني أن  209
2  أي أن  29

2  أي  21
2  يكافئ أن  21  

 أن  اظ ًؘؖ؆ج -ب  429
2  : 21 يعني أن k21  و k 22 عرد صحيا بامتر؉يع نجر

4kk41  أي أن 
22

4kk4109  ٌَو  م   22
kk2429  أي أن  429

2  و ُو المطووب  

 أن المع؆دلة  إؚ،؆ت -ج  Eلا ؓل؎ل  ةوول  في    : n
29

2   و  429
2   يعني أن   422 n  

 ف۾ن  4nو بم؆ أن   402 n أي أن  402  ُزا مع ؖتيل  و مٌَ  المع؆دلة لا  ؓل؎ل ةوول  في   
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  :( هل؆ط 05 )اهتمسين ام؝؆مؙ 

I-  مؘؖ؆ميؑ عرديؑ  معسفؑ على* ــ؉ dx
ex

u

xn
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
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 من xمن اآل  كل عرد بليلي  :  0nu ف۾ن nإؚ،؆ت أهَ من أآل  كل عرد ط،يعي غير معروم  .1 1;1 0 ف۾ن
33

.2
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
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








1

0

2

33

2
2  : 

 









































0

1

1

0

221

1

2

33

2

33

2

33

2
dx

ex
dx

ex
dx

ex
u

nxnxxn

n 

tx؉وضع    نجر  













1;1

0;0

tx

tx

dtdx

و مٌَ  :    



























 



 1

0

20

1

0

1

22

33

2
t

33

2

33

2
td

et
d

et
dx

ex
tntnnx

  

dxإذن    
ex

u
xn

n  









1

0

2

33

2
2 

  ف۾نnأهَ من أآل كل عرد ط،يعي غير معروم  إؚ،؆ت  .3   
dxeeuu

xnx

nn  
 

1

0

122

1
.1

3

نحع؈ امفسق  : 2

   

 






 
























1

0

.2.121

0

21

0

1.2

1
3

2.
33

2
2

33

2
2 dx

ee
dx

ex
dx

ex
uu

xnxnxnxn

nn  أي 

   
 







 






1

0

2.12

1
3

1.
2 dx

ee
uu

xxn

nn أي أن    
dxeeuu

xnx

nn  
 

1

0

122

1
.1

3

2.  

nnاظ ًؘؖ؆ج إػ؆رة  .4 uu 1
xبم؆ أن الدالة   : 

ex
2

1  مؘي؆كؿؑ  على  ام٬؆ل   1;0 ف۾ن الدالة 0 بهزٍ الدالة هي 0 و ؾورة  

x
ex

2
1 ظ؆م،ؑ  على ام٬؆ل  1;0 ٌَو  م    

0.1
3

2
1

0

122  
dxee

xnx   0 أي
1

 nn uu  إذن المؖؖ؆ميؑ    nu  ؑمؘي؆كؿ 

:  اظ ًؘؖ؆ج أن المؖؖ؆ميؑ مؘل؆ر؉ؑ  nu  ؑ؉مؘؖ؆ميؑ  مؘي؆كؿؑ و محرود من الأظفل  فِيي مؘؖ؆ميؑ  مؘل؆ر  

كؖ؆؉ؑ ع،؆رة الحر امع؆م  .5
nu رلالة؉ n  :nn

e

n

ex
dx

ex
u

nxnxn

n
3

1

33

2

63
.2

33

2
.2

2
1

0

221

0

2






















 أي أن 

n

en
u

n

n
3

12
2 




 

بع؆ب نه؆يؑ المؖؖ؆ميؑ  nu :  بم؆ أن
3

2

3

1

33

2
lim

2













 nn

e
n

n
  ف۾ن   

3

2
lim 

 n
n

u.  

II-  المؖؖ؆ميؑ هعؖبر nv المعسفؑ على *   من أآل كل عرد ط،يعيnف۾ن  nn unv .2  
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و المؖؖ؆ميؑ  nw المعسفؑ على *   من أآل كل عرد ط،يعيnف۾ن  
3

2

3

4


n
vw nn 

كؖ؆؉ؑ  كل من   .1
nu و  nw  رلالة؉n: 

 nn unv .2 أي أن
3

2

3

2

3

4
2


 n

n

en
v 

3

2

3

4


n
vw nn أي أن 

3

2

3

4

3

2

3

2

3

4
2




nen
w

n

n ٌَو  م 
3

2
2n

n

e
w



 

 

إؚ،؆ت أن  المؖؖ؆ميؑ  .2 nw ُيرظ يؑ  يطو؈ ؓعيين أظ؆ظِ؆ و ةرُ؆ الأول  :
 

2

212

1

1
.

3

2

3

2

e

ee
w

nn

n



  أي أن 

nn w
e

w
21

1
 ٌَالمؖؖ؆ميؑ  و  م nw ؆ُِيرظ يؑ أظ؆ظ 

2

1

e
 و  ةرُ؆ الأول  

3

2
2

1




e

w 

nnهضع  .3 wwww  ...S
321

nn  و   vvvv  ...'S
321

 n و    أبع؈ ام٬موعين كل من  ؉رلالة 





















1

2

2

1

e

ew
n

n أي أن  










 



1

1

3

2
2

22

e

ee
S

n

n
   

و  
3

2

3

4


n
vw nn أي أن 

3

2

3

4


n
wv nn ٌَجموع  مؘؖ؆ميؑ  ُيرظ يؑ  و  مؘؖ؆ميؑ بع؆؉يؑ و  م 







 











 



2
3

2

3

4

21

1

3

2
'

2

22
nn

e

ee
S

n

n  أي أن 





 











 



3

8

3

4

21

1

3

2
'

2

22
nn

e

ee
S

n

n
 

 
  : ( هل؆ط 07 )اهتمسين  امسا؉ع 

I- g دالة عرديؑ معسفؑ  على   ;0  ؉ــ     xxxg ln1  

:   بع؆ب  .1  


xg
x
lim و    


xg

0x

lim لأن   
x

x

x

x
x

xx 





  lim

ln1
1lim

  و   

  


xlnlim
0x

 

g : دراظؑ اتج؆ٍ ؓغيرات الدالة  
x

x

x
xg

11
1'


  و  هي ظ؆م،ؑ على ام٬؆ل   1;0  و موء؎ؑ  على  ام٬؆ل   ;1  و  

 مؘي؆كؿؑ  على ام٬؆ل gمٌَ  1;0 و  متزيرة  على ام٬؆ل  ;1 
آرول ؓغيراته؆  : 

 
 

 

اظ ًؘؖ؆ج إػ؆رة  .2 xg على ام٬؆ل  ;0 : بم؆ أن الدالةg فِيي موء؎ؑ  على مج؆ل ؓعسيفِ؆ 0  ؓل؎ل  كيمؑ  ةريؑ ؾغسى  هي  

 :xاظ ًؘؖ؆ج أهَ من أآل كل عرد بليلي موء؈ تم؆م؆  .3
 

1
22

ln 





 xx
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 ف۾ن xبم؆ أهَ من اآل كل عرد  بليلي موء؈ تم؆م؆َ    0ln1  xx وضع؉ 
2

'x
x   

0 ف۾ن x'من اآل كل عرد  بليلي موء؈ تم؆م؆َ  نجر أهَ 
2

'
ln1

2

'







 xx 1 أي أن

2

'

2

'
ln 






 xx

 

II- f دالة عرديؑ معسفؑ  على ;0  ؉ــ     
 







20

0:ln22
2

f

xxxxxf  

و   
fC تم؝يوِ؆ ؉ي؆ني في معلم مؘع؆مر و مؘإ؆وط JIO ,; 

بع؆ب  - أ .1  2lim
0x




xf  0 لأنln.lim
0x




xx  أي أن    2lim
0x

fxf 


  0 مع تمسة  على يمين امعرد fوع ًؘؖؠ أن 

إؚ،؆ت أن  -ب 



 x

xf 2
lim

0x

: 
 

 
x

xxx

x

xf

x

ln.2
lim

2
lim

2

00x





 

أي 
    


 

xx
x

xf

x

ln2lim
2

lim
00x

 

  . 0 غير ك؆؉لة  ملاػ ؖل؆ق عير f        وع ًؘؖؠ أن الدالة 
أن الميتنى  : فعير ام،ي؆ني نويؗيإؑ امؒ 

fC 0يل؎ل مم؆ظ؆ موازي لح؆مل محور امتراؓي؈ عير اميلطؑ ذات امف؆ؾلة   

بع؆ب  -      ج xf
x

lim    :    0بم؆ أن
ln22

lim
2

x





 

 x

x

x

 و   




  

2

2

2

x
lim

ln22
1lim x

x

x

x
x

x
 ف۾ن 

  


xf
x
lim.  

 :xمن أآل كل عرد بليلي موء؈ إؚ،؆ت اهَ  -أ .2
 

   xgxf 2'  :

   xxxx
x

xxxxf ln12ln22
1

2ln22'   إذن     xgxf 2'  

دراظؑ إػ؆رة  -         ب xf  على  ' ;0  :    xgxf 2'  و هي ظ؆م،ؑ على  ام٬؆ل  ;0 لأن  xg موء؎ؑ على 
 .ُزا  ام٬؆ل 

الدالة  مؘي؆كؿؑ على  ام٬؆ل : fاظ ًؘؖ؆ج اتج؆ٍ ؓغيرات الدالة  ;0.  
 بم؆ أن   01' f و  xf  ظ؆م،ؑ على  ام٬؆ل ' ;0 ٌَو م  

fC يليل  هلطؑ اهعط؆ف  1;1A . 

كؖ؆؉ؑ مع؆دلة المماس -          ج  نوميتنى  
fC  2 عير اميلطؑ ذات امف؆ؾلة   :    222' fxfy  أي أن 

    2ln422.2ln12  xy  أي أن    2.2ln12  xy 

x :من أآل كل عرد بليلي موء؈ تم؆م؆َ امؖتلق أهَ -           د    















2
ln1

2
22ln2-12

xx
xxxf   ؆لديي   

      2.2ln12ln.222ln2-12
2  xxxxxxf أي أن 

      2ln.22ln2.2ln1.2ln.22ln2-12
22

xxxxxxxxxxxf  أي أن

    x
x

xxxxf 2
2

ln22ln2-12
2 






 ٌَو م     














 1

2
ln

2
22ln2-12

xx
xxxf و ُو المطووب . 

     







2
.22ln2-12

x
gxxxf 0 بم؆ أن

2







 x

gف۾ن امفسق     2ln2-12  xxf  الميتنى  ظ؆م؈  إذن 
fC  ؒيلع تح 

المع ؖليم  .  
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إؚ،؆ت أن المع؆دلة   .3  0xf ؓل؎ل ةل وبير  ؙ8,27,2 بي  :  ؆لديي  -0,0748,2 f  و    0,0737,2 f و بم؆ أن 
مع تمسة و مؘي؆كؿؑ  على fالدالة   ;0  يؑ  امليم المؖوظطؑ المع؆دلة  فحع؈  مبُر  0xf ؓل؎ل ةل وبير  ؙبي 

8,27,2  

 
إوؼ؆ء     و  

fC:  
 
 
 
 
 
 
 

4. h دالة عرديؑ معسفؑ  على  :      
 








20

0:ln22
2

h

xxxxxh
 

و   C تم؝يوِ؆ ؉ي؆ني في معلم مؘع؆مر و مؘإ؆وط JIO ,; 
xمن أآل كل عرد بليلي :  دالة زوءيؑ hإؚ،؆ت  أن  - أ   : 

           xhxxxxxxxh  ln.22ln.22
 . دالة زوءيhؑ و  مٌَ 22

إوؼ؆ء  hC اهطلاك؆ من  
fC.في هفط المعلم امع؆؉ق     : hC مٌط،ق على  

fC في ام٬؆ل  ;0 
    و  hC  مؘي؆ظس بامًع ،ؑ إلى ة؆مل محور امتراؓي؈ لأن الدالة h ؑزوءي . 
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